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Résumé

En régime d’erreur asymptotiquement nulle, le débit opti-
mal d’un probléme composé de problémes indépendants se
linéarise. Cette propriété a plusieurs implications impor-
tantes. D’un point de vue théorique, ceci permet d’obtenir
une expression du débit optimal en fonction d’une seule va-
riable aléatoire (en anglais single letter characterization)
et non comme une limite d’une fonction d’une suite infi-
nie de variables aléatoires (en anglais multi letter expres-
sion). L’autre implication importante est d’ordre pratique
car cette propriété signifie que ’encodage séparé de pro-
blemes indépendants est optimal. Cette propriété n’est en
revanche pas vérifiée en régime d’erreur exactement nulle,
régime également appelé zéro erreur. Dans ce papier, nous
proposons une condition qui est équivalente a la linéarisa-
tion du débit optimal en régime zéro erreur. Ceci permet en
particulier de déterminer de nouveaux cas, ou nous pou-
vons calculer le débit optimal.
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1 Résumé étendu

Les problemes de codage dits zéro erreur englobent une va-
riété de problemes de codage source et canal ol la probabi-
lité d’erreur doit étre exactement nulle. Pour fixer les idées,
c’est le cas par exemple du codage entropique de Huffman.
La contrainte d’erreur nulle differe de la contrainte d’erreur
asymptotiquement nulle, cette derniere nécessitant que la
probabilité d’erreur tende vers zéro lorsque la longueur de
code bloc tend vers I'infini. Lorsque la contrainte est zéro
erreur et que 1’encodeur et le décodeur ont acces a des in-
formations différentes, la nature du probléme change. Le
probléme n’est plus statistique mais combinatoire. C’est le
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cas par exemple du probléme de codage de source avec in-
formation adjacence disponible au décodeur uniquement et
du probleme de codage de canal que nous étudions ici. Du
fait de leur nature combinatoire, ces problemes sont équi-
valents a des problemes de coloriage de graphes. Aussi, ces
problemes sont difficiles et il existe tres peu d’exemples
pour lesquels nous savons déterminer les débits optimaux.
Ici, nous étudions des familles de problemes indépendants
pour lesquels la distribution se décompose en un produit
de distributions. Dans le cas zéro erreur, 1’indépendance
des problemes n’impliquent pas nécessairement la linéari-
sation des débits optimaux. En particulier, dans le contexte
du codage de canal, [[1]] montre un contre-exemple basé sur
le graphe de Schlifli, o ’encodage conjoint de problemes
indépendants entraine une capacité zéro erreur Cj plus éle-
vée que I’encodage séparé. Déterminer quand 1’encodage
séparé est optimal, ou de maniere équivalente quand la li-
néarisation est optimale, reste un probleéme ouvert en ré-
gime zéro erreur. Récemment, [2]] et [3, Théoreme 4.1]
montrent que pour tous les graphes G et G’

Co(G) =+ Co(GI) = Co(G A Gl) (1)
— log (200<G> n 2C°<G’>) = Co(G UG,

ou A désigne le produit AND, et U désigne 1’union dis-
jointe de graphes. Dans [4], nous montrons que I’équiva-
lence (T)) est également valable pour I’entropie complémen-
taire du graphe H, qui, selon [3] et [6]], détermine le taux
optimal dans le probleme de codage de source zéro erreur
avec information adjacente au déocdeur.

Si ces deux résultats semblent similaires, ils different en ce
que pour C la propriété de linéarisation ne dépend que des
graphes caractéristiques, alors que pour H elle peut égale-
ment dépendre de la distribution de probabilité sur les som-
mets des graphes.

Dans ce travail, nous établissons 1’équivalence entre la li-
néarisation de Cyy et H lorsque la distribution de probabi-
lit¢ Py maximise une troisiéme quantité : la capacité a
erreur nulle relative a une distribution C(G N G', Pyy/).
Cette notion cruciale, introduite dans [7], est liée a C via
le résultat de [8, Théoreme 2], voir aussi [9, Théoreme
13.68], et est liée & H via le résultat de [10, Lemme 1].
Nous montrons que pour une telle distribution sur le pro-
duit des sommets, les propriétés de linéarisation de Cy, H
et C(G, P) par rapport au produit AND, et & 1’union dis-
jointe de graphes, sont toutes équivalentes.
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